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論文内容要旨
 リーマン多様体(ハ4,g)は全ての測地線が閉かつ長さが一斉にZであるとき,G一多様体であるといい,g
 をG一計量と呼ぶ。標準計量を持つ球面(S",9、),標準ii「'量を持つ射影空間(P'`19,9、,)は自明なG一多様体
 の例である。ここでんは,実数体R,複素数体C,四光数体H,ケーリー代数Cαを表す。K二σαの場
 合に対応する射影空間はP』(σα)のみで,これはケーリー射影・平面と呼ばれるものである。(S'』,g、,)と
 (P"`κ),gl])は合わせてCROSS(comPactrallkollesymmetricsl)ace)と呼ばれる。
 1903年にZollは球面に微分同相で,しかも標準計量を持つ球面に等長でないG一曲面を発見した。この
 多様体はZoll曲面と呼ばれ,Zoll計量はS1を等長変換群として持つ計量である。すなわち,Zoll曲面は
 回転面である、,ZollはS2トの計量としてZoll計旦を示したが,これはS"上の計量に拡張でき,これによ
 って回転而であるようなS'1.しのG一計量は完全に既知のものとなった。しかし,G一多様体はCROSSと
 Zoll曲面だけではない。実際,標準計量を持つ球面には無限小のG一変形があることが知られており,G一
 計量は少なくとも標ll,「三計量を持つ球而の近くには無限に存在する。これらも含めて全てのG一計量を発見
 し,かつ分類することは,幾何学における重要な未解決問題の一・つである,、
 G一多様体の研究にあたり,Zoll曲面をまず1'」・念に調べることは,非常に有効な方法である。Zoll曲面
 は回転球という特殊な曲面ではあるけれども,計量が実際に書けているため,G一多様体の良いモデルケ
 ー スとなるからである。本論文では,第三章でZoH曲面の解説を行う。
 回転球において測地線となるような平行円は!つとは限らないが,Zo"曲面ではただ1つしか存在しな
 い。それを赤道と呼び,適当に向きを定める、、すると赤道の向きに対して左側を北半球,右側を南半球
 と定めることにより,Zoll曲面を2つに分割することが出来る。Zoll曲面は,赤道を中心とする奇関数に
 より特徴づけられているため,北半球を決めれば自動的に南半球も決定する。特に,以下が成り立つ。
 定理5.1
 (1t4,9)をZoil曲面とする。(114,8')の半球の計量が標準計量ならば,(躍,9)は標準計量を持つ球面であ
 る。
 この定理を・^般のG一多様体に拡張できないか.というのが研究の動機である(以r,仁2πに正規化す
 る)。すなわち,もしG.一多様体の半分が標準計量を持つ球血なら,残りの半分も標準計量を持つ球面に
 なるか?もう少し.IIi確に言えば,
 問題1
 (ルf,g)をG一一曲面とする。(五4,g)の測地線γで,それによって囲まれる閉領域のうちの片方が標準計量
 を持つ球面であるものが存在するならば,(ハ4,g)は標準計量を持つ球面と等長的であるか?
 という問題である,、これをG,一多様体の剛性問題と呼ぶ,G.一多様体を半分に分割することにより,その
 剛性を調べるという研究は他に例を見ないので,本論文はG.一多様体の研究の新しいヒントとなること
 が期待できる。問題1を考えるにあたって,まずビリヤード問題の観点からアプローチした。ビリヤード
 運動とは,閉領域内の粒子・の運動で,境界に衝突して跳ね返る際に完全弾性衝突を行う,すなわち入射
 角と反射角が等しいというルールを満たす運動である(ビリヤードについての詳細な定義は,第四章に
 述べる),一
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 筆者は,標準計量を持つ球面の半球を赤道を境界とする閉領域とみなし,そのしの測地線分をビリヤ
 ー ドと見たとき,それらは以下の性質を持つことに着目した。
 1)各辺の長さが全てπで,
 2)赤道上の任意の点ρを出発したビリヤードは全てpの対蹠点でバウンドしてまた始点pに戻り,
 以後全く同じ軌道をたどる。
 Zoll曲面の測地線を調べると,その半球上のビリヤードは,上に示した標準計量を持つ球面の半球上の
 ビリヤードの二つの性質のどちらも一般には満たさないことが分かる。しかし,もしこれらの性質のど
 ちらかを満たせば標準計量を持つ球面に等長となる。この結果を以下に示す。
 定理5.2
 (ハ4,9)をZoll曲面とする。(114,g)の北・半球上のビリヤードの各辺が全て長さπならば、(ハ4,9)は標準
 計量を持つ球面である。
 定理5.3
 (M,g)をZoll曲面とする。(M,g)の北半球上の全てのビリヤードが周期的ならば、その周期は(2,!)し
 かありえず,(ルf,g)は標準計量を持つ球而になる。
 ここでビリヤードが周期的であるとは,大まかに言えば,閉領域の境界.しのある、軟rlを出発したビリヤ
 ー ドが何回かバウンドした後始点に戻り,"、後全く同じ軌道をたどるということである。またその周期
 が(g,ρ)であるとは(p,gは正の整数),p周回ってもとに戻り,その問σ回バウンドした,ということ
 である。
 これら2つの定理の仮定は,それぞれ標準計量を持つ球面の半球、しのビリヤードの性質であるが,あ
 る閉領域上のビリヤードがこれらの性質を持つことを,「閉領域が球面ビリヤードを持つ」と定義しよう。
 すなわち,
越
 (D,g)を滑らかな境界付きコンパクト凸リーマン多様体とする。(D,8・)が球面ビリヤードを持つとは,
 1)(1),g)上のビリヤードの各辺の長さが全てπで,
 2)(1),8)上の全てのビリヤードが周期的で,その周期は(2,1)である
 ことであるとする。
 以後,(M,g)を2次元球面に微分同相なリーマン多様体とする。(M,g)がC,.一多様体のとき,その閉
 測地線は全て単純であることが知られており,ゆえに(砿g)の測地線は(砿g)を2つに分割する。これ
 ら2つの閉領域上でのビリヤードを考える。ビリヤードの観点から見たα.一多様体の剛性問題を以下に
 示す。
 問題2
 (ルf,g)をC,.一曲面とする。(M,g)の測地線γで,それによって囲まれる閉領域のうちの片方が球面ビ
 リヤードを持つものが存在するならば,(ハ4,g)は標準計量を持つ球面と等長的であるか?
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 本論文では,標準計量を持つ球面と共形的なC2.一計量を持つ球面について,上の問題2をある条件の下
 で肯定的に解決した。(114,g、)を2次元標準計量を持つ球面,プをM上の滑らかな正値関数とするとき,
 以下が成り立つ。
 定理6.1
 σ14,g)を計量g=だg。を持つα.一画面とする。(ハ4,g)の測地線γで,以下のi),のを満たすものが存在
 すると仮定する。
 i)γによって囲まれる閉領域のうちの片方が球面ビリヤードを持ち,かつ
 ii)γは計量8・においても8、においても速度!の測地線である。
 このとき,π幻=1がM上の全ての点κにおいて成り立ち,ゆえに(114,8)は標準計量を持つ球面である。
 定理の仮定i),iDはMの半球上のみの条件であることを特に注意したい。ハ4の半球上の条件で,
 全体の計量が決定する,というのが主張である。証明においては,躍上の測地線γによって囲まれる閉
 領域が球面ビリヤードを持つならば,γはMの体積を二等分する,という事実が重要な役割を占める。
 ところで,α.一曲面の半分が標準計量を持つ球'面ならば,もう片方の半球は球面ビリヤードを持つ。よ
 って問題1は問題2の特別な場合であることが分かる。筆者は,「半分が標準計量を持つ」という条件をフ
 ルに使えば,もう片方の半球が標準計量を持つ球面になることを得た。すなわち,先に述べた問題!を
 肯定的に解決した。
 定理7.1
 (ハ4,g)をC2.一曲面とする。(M',8・)の測地線γ。で,それによって囲まれる閉領域のうちの片方が標準計
 量を持つ球面であるものが存在するならば,(ハ4,8)は標準計量を持つ球面である。
 定理7.1の証明においては,ベルジェ(2次元の場合はグリーン)による,球面におけるブラシュケ予
 想の解決がキーとなる。ブラシュケ多様体とブラシュケ予想に関しては,第二章で解説する。
 以。ヒ
1
,
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 論文審査の結果の要旨
 コンパクトリーマン多様体は,その全ての測地線が同じ長さ2πの閉曲線となるときC,.多様体と呼ば
 れ,その計量は(〕,,計量と呼ばれる,
 2次元球山上にはZoll曲面といわれる回転面の(〕、。計量や,標準計量の微少変形で得られるC,.計量が
 存在する。
 したがって,問題をもっとも単純な球面の場合に限ってもC2.計量は非常に豊富に存在し,α.という
 性質だけでは標準計量を特徴付けする事は出来ない。
 しかし,L記2例ともα.計量は奇関数によって与えられている。一般にα一計量はその半分がわかれ
 ば,残り半分も特定出来てしまうのではないかと,彼女は予想を立てた。上記命題は数学的にはあまり
 に漠然としているが,この予想を厳密に定式化出来る場合として,以一ト'の剛性問題を考えた。
 問題12次元球面のC,.計量は,標準計量の北半球と同型な部分集合を持てば,全体で標準計量と同
 型になるか。
 彼女は標準計量を持つかどうか不明の半球.■しで定義されるビリヤードは特別な性質(球面ビリヤード)
 を持つことに着目した。問題1の半球版として,問題2が定式化される。
 問題2測地線で囲まれた領域が球面ビリヤードを持てば,標準球面の半球と同型か。
 彼女は球而ビリヤード条件の下でZollIlll面は標準球面となることを示した。Zo11画面とは限らない一
 般の半球の場合も,等角性の条件の下で,問題2を肯定的に解決した。これは,問題1における北半球
 との同型が南半球での等角写像に拡張できる場合には予想が止しい事を意味する、、
 等角性を仮定しない一般の場合も,問題2に帰着するのではなく,球血1ブラシュケ・予想に帰着させる
 事により,問題1を肯定的に解決することに成功した。
 C2。多様体で剛性問題を考'えるというのは彼女の独自のアイデアであり,その結果とともに,C2.多様
 体の研究に新しい観.点を与えるものとして高く評価される,、この結果は彼女が自立して研究活動を行う
 に必要な高度の研究能力と学識を有することを示している。したがって,小野寺美津子提山の博士論文
 は,博1■f(理学)の学位論文として合格と認める。
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